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1. Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Fragestellung, wann eine Folge von
Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem metrischen Raum eine schwach konvergente
Teilfolge und somit einen Kandidaten fiir einen schwachen Grenzwert besitzt. Dazu
werden wir allgemeiner eine beliebige Teilmenge I1 aller Wahrscheinlichkeitsmafie
auf dem metrischen Raum S relativ kompakt nennen, falls jede Folge in IT eine schwach
konvergente Teilfolge hat.

Unser Ziel wird der Beweis des Satzes von Prohorov sein, welcher im Jahre 1956
von Yuri Vasilevich Prohorov (geboren 1929 und unter anderem Schiiler von Kolmo-
goroff) erstmalig formuliert und bewiesen wurde und sich mit der Zeit zu folgendem
allgemeinen Theorem entwickelte:

Satz (Prohorov). Sei I1 eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf einem metrischen
Raum S.

(i) Ist I1 straff, dann ist I1 relativ kompakt.
(ii) Ist S polnisch, so gilt die Umkehrung: Ist I1 relativ kompakt, dann auch straff.

Somit stellt der Begriff der Straffheit eine hinreichende Bedingung fiir die gewiinsch-
te relative Kompaktheit dar und in polnischen Rdumen ist diese Eigenschaft sogar
notwendig. Den Begriff der Straffheit, einige hinreichende Kriterien hierfiir und die re-
lative Kompaktheit werden wir am Ende des zweiten Kapitels einfithren und anschlie-
8end in Kapitel 3 direkt zum Beweis des Satzes von Prohorov iibergehen. Abschlie-
lend werden wir im vierten Kapitel sehen, welche Auswirkungen dieser Satz auf die
Laplace-Transformierten einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien und die schwa-
che Konvergenz besitzt und welche Bedingungen wir in polnischen Rdumen an eine
solche Folge stellen miissen, um die schwache Konvergenz zu garantieren.

Die erste Aussage des Satzes wird den Grofiteil der gesamten Arbeit ausmachen
und es finden sich in der Literatur einige Beweisvarianten. Zum Verstandnis des hier

vorgestellten Beweises sind nur Kenntnisse der Mafs- und Integrationstheorie und



elementare Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie notwendig. Alle im Beweis
verwendeten funktionalanalytischen Ergebnisse werden wir vorweg zu Beginn des
zweiten Kapitels — in aller Kiirze und auf die nétigste Aussage reduziert — erarbei-
ten, sodass die Kenntnis der Funktionanalysis nicht von Noéten, aber von Vorteil ist.
Wichtige Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie werden wir zum Teil in Erinne-
rung bringen.

Ebenso beinhaltet das zweite Kapitel den Auswahlsatz von Helly, welcher in der
Literatur hdufig in Kombination mit dem Satz von Prohorov behandelt wird. Dieser
wird es uns ermoglichen, Aussage (i) zundchst im Spezialfall S = IR beweisen zu

konnen, auch wenn dies fiir den allgemeinen Beweis von (i) nicht notwendig ist.



2. Vorbereitungen

Im Folgenden sei (S, S) stets ein metrischer Raum mit Metrik d und S die durch d
induzierte Borel-o-Algebra auf S. Mit C,(S) sei die Menge aller stetigen, beschréankten
Funktionen f: S — R gegeben. M (S) sei die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle

auf (S,S). Abkiirzend werden wir die Schreibweise W’MafS verwenden.

2.1. Prikompaktheit

Definition 2.1. A C S heifst total beschriinkt oder prikompakt, falls es fiir alle e > 0
endlich viele Punkte xq, ..., x,, € A, n, € N, gibt, sodass gilt:

Mg
A C | Be(xj)
j=1
Diese endliche Uberdeckung heif3t auch ¢-Netz.
Lemma 2.2 ([9, Bemerkung 2.6 (3)]). Ist A C S priikompakt, so ist auch A prikompakt.

Beweis. Sei0.B.d.A. A\ A # @. (Im Falle A = A ist nichts zu zeigen.) Sei e > 0. Da A
prakompakt ist, gibt eseinn € N und xy, ..., x, € A, sodass A C U;Zzl B% (x]-). Dass
A prakompakt ist, folgt nun direkt aus folgender Behauptung:

n
A C | Be(xj)
j=1

Dies ist fiir x € A klar. Sei also x € A\ A, dann existiert einy € A mitd(x,y) < §.
Weil y € A und A von einem %—Netz tiberdeckt wird, gibt es ein 1 < k < n, sodass
y € B (xg) und somit d(x, y) < 3. Mit der Dreiecksungleichung folgt nun:

d(x,x) < d(x,y) +d(y, x) <e.

Also erhalten wir x € Be(xx) C Uiy Be(x;). O



Bemerkung 2.3. Es gilt sogar: A C S ist prikompakt genau dann, wenn A prikompakt
ist. Dieses Ergebnis wird im weiteren Verlauf jedoch nicht weiter benotigt und daher nicht
bewiesen.

Satz 2.4 ([6, Satz 1.31]). Sei A C S prikompakt und vollstindig. Dann ist A kompakt.

Beweis. Angenommen A ist nicht kompakt und sei (O;);c7 eine offene Uberdeckung
von A, fiir die es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Mit der Prakompaktheit konnen
wir A mit Kugeln B!, ..., B” vom Radius 1 iiberdecken. Unter diesen muss es nun eine
Kugel B(1, xp) mit Mittelpunkt xy € A geben, welche sich nicht durch endlich viele
O, i € I, uberdecken ldsst. Als Teilmenge einer prikompakten Menge ist B(1, xg)
selbst prakompakt und ldsst sich somit durch endlich viele Kugeln mit Radius &1 = %
{iberdecken. Auch unter diesen Kugeln muss es eine Kugel B(3, x1) mit Mittelpunkt
x1 € B(1, xg) geben, welche sich nicht endlich durch alle O;, i € Z, tiberdecken lésst.
Setzen wir dieses Verfahren iterativ fiir e = 21—k fort, erhalten wir eine Folge von Ku-
geln Uy := B(%, xx), k € IN, welche sich alle nicht endlich durch die O;, i € Z, iiber-
decken lassen. Insbesondere folgt durch diese Konstruktion Uy N Uy, # @ fiir alle
k € IN (sonst gibe es eine endliche Uberdeckung). Damit ist (x; )y eine Cauchyfolge
in A, denn seiy € Uy N Uy, 1, so folgt fiir alle k € IN

1 1

1
(e Xer1) < A y) + (Y, xe) < op+opg < g

Also existiert der Grenzwert x € A aufgrund der Vollstindigkeit und es gibt ein
jx € Z mit x € O;, und (da es sich bei den O; um offene Mengen handelt) einen
Radius r > 0, sodass B(r,x) C O;,. Wir kénnen nun N, € IN so grofs wahlen, dass fiir
alle k > N, gilt: d(x, x) < 5 und % < 7. Somit ist Uy C O, fiir alle k > N, und wir
erhalten einen Widerspruch. O

Das nachfolgende Ergebnis der letzten beiden Sitze ist notig im Beweis des Satzes

von Prohorov und niitzlich zur Illustrierung der Straffheit (spéter).

Folgerung 2.5 ([9, Bemerkung 2.6 (5)]). Sei S ein metrischer, vollstindiger Raum. Ist A C
S pritkompakt, so ist A kompakt.

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist A prakompakt. Als abgeschlossene Menge eines vollstandi-
gen Raumes ist A ebenfalls vollstindig. Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.4. [

Bemerkung 2.6. Auch in diesem Fall gilt sogar die Aquivalenz: In einem metrischen, vollstiindi-
gen Raum S ist A C S genau dann priikompakt, falls A kompakt ist.



2.2. Separabilitat

Definition 2.7. Ein metrischer Raum (S, d) heif3t separabel, wenn es eine abzéhlbare,
dichte Teilmenge T C S gibt. (Also falls T = S gilt.)

Lemma 2.8. (i) Jedes kompakte K C S im metrischen Raum (S, d) ist separabel. ([6, Satz
1.33])

(ii) Seien Sy, Sy, ... C S separabel. Dann ist U, cn Sn separabel.

Beweis. (i) Sein € IN fest. Die Menge der offenen Kugeln ¢/ = {B 1 (x)|x €K } mit
Radius  bildet eine offene Uberdeckung von K. Somit gibt es wegen der Kompakt-
heit ein m, € IN und Elemente x&n), ey x,gfn) € KmitK C U;”Z”l B, (x](n)).

Seinune > 0und n € IN mit % < e. Fiir ein beliebiges y € K gibt es also
einen Index 1 < k < m, mity € B%(x,((”)). Damit ist d(x,((”),y) <1 <¢und

{x](n) lnelN,1<j< mn} abzihlbar und dicht in K.

(ii) Sei Tj, j € N, die dichte Teilmenge von S;. U,en T ist als abzéhlbare Verei-
nigung abzdhlbarer Mengen selbst abzdhlbar. Sei ¢ > 0 und x € U,cn Sy, so exis-
tiert ein m € IN mit x € S;,,. Wegen der Dichtheit gilt T, = S, also existiert ein
tm € T,y € Uyen T mitd(x, t) < e. Somit ist J,cpy Ty dicht in J,,epy Sn- O

Fiir den allgemeinen Beweis des Satzes von Prohorov ist das nachfolgende Lemma

grundlegend.

Lemma 2.9 ([1, S. 238]). Sei M eine separable Teilmenge des metrischen Raums (S,d). Dann
gibt es eine abzihlbare Klasse A von offenen Mengen mit folgender Eigenschaft: Ist x €
GNMund G C S offen, so existiertein A € Amitx € AC A CG.

Beweis. Sei L die abzdhlbare, dichte Teilmenge von M und setze

A= {B(I) |1 €LreQ,},Qp =QN[0,00).

Da L und Q abzahlbar sind, ist auch A abzidhlbar. Seinun G C S offenund x € GN M.
G ist offen, also existiert ein ¢ > 0, sodass B¢(x) C G. Wir wiahlen nun/ € L und
r € Q. derart, dass

&
d(x,l) <r< E



gilt. Nun folgt, dass

x € By(I) C B,(I) C Be(x) C G

Alsoist A > A := B,(l) die gesuchte offene Menge. O

Definition 2.10. Ein metrischer Raum (S, d) heif3t polnisch, wenn er vollstindig und

separabel ist.

2.3. Schwache Konvergenz

Definition 2.11. Sei (y,)seN eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (S, S)
und pu € M1(S). (un)n heilt schwach konvergent gegen i, falls fur alle f € Cp(S) gilt:

/fdﬂnm/fdﬂ

schwach

Notation: In diesem Falle schreiben wir i, o H oder auch p = w-lim,, 0 Y.

Zur Charakterisierung der schwachen Konvergenz in metrischen Rdumen ist das
Portemanteau-Theorem ein wichtiges Hilfsmittel auch fiir den Beweis des Satzes von

Prohorov unverzichtbar.

Satz 2.12 (Portemanteau). Sei y, p, € M1(S), n € IN. Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

(Z) I/{ = W'limn_)oo ;/ln.

(ii) Fiir alle abgeschlossenen Mengen F C S gilt

lim sup pn (F) < u(F).

n—o00

(iii) Fiir alle offenen Mengen G C S gilt

liminfu,(G) > u(G).

n—oo

(iv) Fiir alle p-randlosen Mengen H € S (d.h. y(oH) = 0) gilt

lim u,(H) = u(H).

n—oo



Beweis. Siehe [4] Satz 1.10.4.

Im Fall S = R kénnen wir die schwache Konvergenz auch anhand der zugehérigen
Verteilungsfunktionen charakterisieren.
Satz 2.13. Seien i, pn, n € IN Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, B(R)) mit Verteilungs-
n—o0

funktionen F, F,. Dann konvergieren die y, genau dann schwach gegen u, falls F, (x) ——
F(x) in allen Stetigkeitsstellen x von F.

Beweis. Siehe [4] Satz 1.10.7.

Satz 2.14 ([1, Theorem 2.6]). Sei (y, ), eine Folge in M1(S) und sei y € My(S) fest. Es
Qilt uy ﬁ yu genau dann, wenn jede Teilfolge (yy, )y eine schwach konvergente Teilfolge

(p, )i besitzt mit p = w-limy_ oo psg,.

Beweis. Sei (un)n schwach konvergent gegen y und (i, ) eine Teilfolge. Dann kon-
vergiert die reelle Folge ([ fdun)n C R gegen [ fdyu fiir alle f € C4(S), also auch
jede Teilfolge. Somit ist (5, ) schwach konvergent gegen .

Zur anderen Richtung: Angenommen (), konvergiert nicht schwach gegen p,
so existiert ein f € C,(S) mit [ fdu, /4 | fdu. Also existiert ein ¢ > 0 und eine
Teilfolge (ytn, )k, sodass fiir alle k € N gilt: | [ f dpy, — [ fdpu| > e. Damit st es jedoch
nicht moglich, eine weitere schwach konvergente Teilfolge (gegen y) zu finden. Wir

erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung. O

2.4. Auswahlsatz von Helly

Der Auswahlsatz von Helly wird uns im weiteren Verlauf zusammen mit Satz 2.13
eine Moglichkeit bereitstellen, den Satz von Prohorov im Spezialfall S = R iiber die
zugehorigen Verteilungsfunktionen der MafSe zu beweisen. Wichtiger ist jedoch, dass
der Beweis auf einem Diagonalfolgenargument beruht, welches in exakt dieser Wei-
se im Satz von Prohorov (allgemeiner Fall) wiederbenutzt wird, um eine schwach
konvergente Teilfolge zu finden.

Wir betrachten nun die Menge V aller Verteilungsfunktionen von endlichen Mafien
auf (R, B(R)). Dajede Verteilungsfunktion eines endlichen Mafes isoton, rechtsstetig
und beschréankt ist und sich zu jeder solchen Funktion ein zugehoriges endliches Maf3

finden lasst, konnen wir also

V = {F: R — R | F rechtsstetig, isoton und beschrankt}



setzen.

Satz 2.15 (Auswabhlsatz von Helly, [2, Satz 13.33]). Sei (F,),en eine gleichmifSig be-
schriinkte Folge in V. Dann existiert ein F € V und eine Teilfolge (Fy, )xeN, sodass Fy, (x) LmiaN

F(x) in allen Stetigkeitstellen x von F.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten: Zunéchst wird die konvergente Teilfolge
mittels eines Diagonalfolgenarguments konstruiert. Anschlieffend wird das gesuchte
F mithilfe dieser Teilfolge angegeben und alle notigen Eigenschaften gezeigt.

Zu Schritt 1: W&hle eine Abzdhlung der rationalen Zahlen, also Q = {q1,42,43,. .- }-
Mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafs folgt, dass die beschrankte Folge reeller Zah-
len (F,(q1))n eine konvergente Teilfolge besitzt. Sei diese (fiir 41 konvergente) Teilfol-
ge nun (Fn}{ (91) )k, so kénnen wir mit dem selben Argument in der Folge (Fn}{ (92))k
(welche nicht konvergent sein muss) wieder eine konvergente Teilfolge (Fn% (92))k
auswahlen. Sukzessive erhalten wir also Teilfolgen (n})r 2 (n2)x 2 (n})x 2 ---,
sodass (P”i (q1)) fur jedes | € IN konvergiert. Wir wéhlen nun die Diagonalfolge

n=(1,23456,7809 --) nt|1 2 3 .- m
) Vo v Vv 1 n} nj

ne = ( ,3 5 7,89 ) 2 | n? n2

2 ' LA 3 | nd nd

ne=( 2 , 7,9, 1) 1 ™

X ! y :

m = ( 5 7, , ) m

Abbildung 2.1.: Konstruktion der Diagonalfolge dy (orange)

dy := nf, wie sie auch in Abbildung 2.1 beispielhaft dargestellt ist. Dann konvergiert

(Fa,(q))x fiir jedes g € Q.
Zu Schritt 2: Wir betrachten nun F(g) = limy_, o, Fz, (q) fiir € Q und setzen

F(x) =inf{F(q9) | € Q,q>x} firx e R.

Da F isoton ist, ist F rechtsstetig und isoton. Sei nun x eine Stetigkeitsstelle von F, so
gibt es fiir jedes ¢ > 0 Elemente p,q € Q mit p < x < gund F(p) > F(x) — e und



F(g) < F(x) + &. Mit der Isotonie der F, folgt nun

limsup Fy, (x) < klim Fy(q) =F(q) < F(x)+¢ und
—o0

k—o00 N

liminf F; (x) > lim Fy (p) = F(p) > F(x) —e.
k— o0

k— o0

Da ¢ beliebig gewdhlt wurde, gilt

limsup Fy, (x) < F(x) < liminf Fy (x),
k—o0 k—ro0

also limy_, Fy, (x) = F(x). O

2.5. Relative Kompaktheit

Wir orientieren uns an [1, Kapitel 5] und betrachten nun eine beliebige Menge von
Wahrscheinlichkeitsmafien IT C M;(S) und wollen den Begriff der relativen Kom-
paktheit von IT einfiihren:

Definition 2.16. IT heif3t relativ kompakt, falls jede Folge (un)n C II eine Teilfolge
(pn, )k besitzt, welche schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl v € M;(S) kon-

vergiert.

Bemerkung 2.17. In der Definition der relativen Kompaktheit wird nicht vorausgesetzt, dass
der schwache Grenzwert v ebenfalls in 11 liegen muss. Es sei aber darauf hingewiesen, dass
es sich bei v um ein Maf$ mit Masse 1 handeln muss, denn eine schwache Konvergenz gegen
ein Maff v mit v(S) < 1 ergibt keinen Sinn. Dies wird in den Beispielen 2.19 und 2.20 niher
diskutiert.

Beispiel 2.18. Seien y,, n € IN, W’Mafe auf (R, B(IR)) mit zugehorigen Verteilungs-
funktionen F,,. Wir betrachten die Menge IT = {y, | n € IN}. Sei (F,, )i die Folge der
Verteilungsfunktionen einer beliebigen Folge in I1. Da diese gleichmaflig beschrankt
ist, gibt es nach Satz 2.15 (Helly) eine Teilfolge (Fy )x von (Fy, )r und ein isotones,
rechtsstetiges, beschranktes F: R — IR, sodass

(Fi, )k Ll Ny~ (x) in allen Stetigkeitsstellen x von F.

Es gilt 0 < F(x) < 1 fir alle x € R und angenommen, wir kénnen zeigen, dass

limy_ye0 F(x) = 1 und limy_,_ F(x) = 0 gilt, so ist F die Verteilungsfunktion eines



schwach

W’'Mafles v. Mit Satz 2.13 folgt nun, dass 5, k—> v, also besitzt die (beliebig gewdhl-
—00

te) Folge (pn, ) C IT eine schwach konvergente Teilfolge und unter dieser Annahme
ist I relativ kompakt.

Beispiel 2.19 (Auswandern von Masse). Wir betrachten die Menge aller Dirac-Mafse
auf (R, B(R)) in den Punkten n € IN, also IT = {4, | n € IN}. Da mit k — oo jedoch
der Punkt mit der gesamten Masse einer Folge (Jy, )kenw C IT immer weiter auswan-
dert, ist

F(x) =0 furallex € R

der einzig mogliche schwache Grenzwert fiir die zugehorigen Verteilungsfunktio-
nen, doch dieser liegt das Nullmaf} zugrunde. Wir kénnen sogar iiberhaupt keinen
schwachen Grenzwert finden. Denn angenommen es gibt eine schwach konvergente
Teilfolge Jy, ﬁ v, so gilt v(—1,1) < liminfy_ . dy, ((=1,1)) = O fiir alle I € R.
Also kann v kein W’Maf$ sein. Wir haben also gesehen, dass die gesamte Masse ins

Unendliche ausgewandert und IT nicht relativ kompakt ist.

Beispiel 2.20 (Masseverlust). Es kann auch passieren, dass nur ein Teil der Gesamt-
masse komplett verloren geht. Sei dazu wy,, n € IN, die Gleichverteilung tiber [—n, n]
und setze

o, talls n gerade
‘u =
! 160+ 2wy, falls n ungerade.

Dann besitzt fiir n, = 2k, k € IN, die konstante Folge u,, = do, k € IN, eine schwach
konvergente Teilfolge (ndmlich sich selbst). Doch falls 1y = 2k — 1, k € IN, nur unge-
rade ganze Zahlen durchlduft, so ist der einzig mogliche Grenzwert der Verteilungs-

funktionen

1
F(x) = 3, fallsx <0
%, falls x > 0.

schwach

Wie auch in Beispiel 2.19 ist eine schwache Konvergenz einer Teilfolge ;; k—> v
— 00

nicht méglich. Sonst gilt v(—1,1) < % fiir alle/ € R und somit ist die Masse von 2

verloren gegangen.

10



2.6. Straffheit

Wieder sei IT C M;(S) eine beliebige Menge von Wahrscheinlichkeitsmafien. Die
Bedingung der Straffheit liefert uns ein Kriterium, dass das Auswandern und den
Verlust von Masse verhindert und die relative Kompaktheit sicherstellt. Dies wird
im ndchsten Kapitel durch den Satz von Prohorov bewiesen. Deshalb wollen wir in

diesem Kapitel einige Kriterien fiir die Straffheit erarbeiten.

Definition 2.21. IT heifst straff, falls fur alle ¢ > 0 eine kompakte Teilmenge K. C S
existiert, sodass #(K¢) > 1 — e fiir alle u € IT (bzw. falls u(K$) < e fiir alle u € TT).

Beispiel 2.22 ([2, Beispiel 13.28 (ii)]). Sei (X;);c7 eine beliebige Familie von Zufalls-
variablen mit Indexmenge 7 auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R, B(R), P), deren

Erwartungswerte beschrankt sind, d.h.
r:=sup{E[|Xi]] | i€ T} < 0.

Dann ist die Menge der Verteilungen {P ° Xi_l liel } straff. Sei dazu ¢ > 0 und
Ke = [—%, L] C R. K, ist kompakt. Mit der Markoff-Ungleichung (siehe z.B. [4, Korol-

ele

lar 1.5.6]) folgt nun fiirallei € Z und r # 0

(Pox; 1) [KS) = PIX;| > 1] < SE[Xi]] <e.

<r

Fur r = 0ist {0} kompakt in R und es gilt fiir allei € 7
1 .
(PoXi ) {0} =1>1-c

Lemma 2.23 ([4, Bemerkung 10.1.19 (i)]). Sei IT C M (S) und es gebe f: S — R, sodass
die Niveaumengen {|f| < c} fiir alle c > 0 kompakt sind. Gilt zusditzlich

sup [ |f]du < oo,
uell

so ist I'1 straff.

Beweis. Da alle Niveaumengen kompakt sind, kénnen wir mit der Markoff-Ungleichung

11



und ¢ # 0 folgern:
1 1 c ‘oo
p(Ifl > eh < < [Ifldn < csup [Ifldp L0 Vet
c C el
U

Lemma 2.24 ([2, Lemma 13.5]). Ist S polnisch und y € M1(S), so existiert fiir alle e > 0
eine kompakte Menge K mit u(K&) < e.

Beweis. Sei e > 0 und {x1,x2,...} die dichte Teilmenge von S. Somit gilt fiir jedes
nelN

S = U Bl(x]‘).
jeN "
Die Folge Ay := Ule B1(x;) ist aufsteigend gegen S, also ist die Folge (S \ Ag)x ab-

steigend gegen @ und es gilt (S \ Ax) Ll wegen der Stetigkeit von oben in 0.
Also finden wir fiir alle n ein N, € IN, sodass (S \ U;\L"l Bi(xj)) < 4 gilt. Setze

Ny
L:= n U B%(x])

nelN j=1

Durch diese Konstruktion ist L prakompakt: Fiir vorgegebenes ¢y > 0 wihlen wir
m € N mit = < gy und betrachten die Inklusionen L C U]Z-\]:’”1 B%(x]') C U;V:”’l Bey (/)
Weil S als polnischer Raum vollstindig ist, ist K := L nach Folgerung 2.5 kompakt.
Es gilt:

H(KS) = p(S\K) < u(S\ L)

N, Ny
< (U \UBL(x) < X w5\ U Brlxy)
nelN j=1 nelN j=1
£ ¢ v (1 ' =g
x50

1 (geom. Reihe)

Folgerung 2.25. Ist S polnisch, so ist jede endliche Familie I1 C M1 (S) straff.
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Beweis. Sei N = |II| und IT = {p,, | n < N}. Aus Lemma 2.24 folgt, dass {y, } straff
ist fiir jedes n < N. Sei also € > 0, so gibt es kompakte Mengen K, , mit (K, ) >
1 —efirallen < N. Setze K. = U, <N Ke, so ist K, wieder kompakt und es gilt fiir
allen <N

V”(Ke) > ,un(Ks,n) >1—e.
U

Lemma 2.26 ([3, Lemma (2.6)]). Sei [T C M (S) straff und (S, S) ein weiterer metrischer
Raum und h: S — § stetig. Dann ist {poh™! | u € 11} straff.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wéahle kompakte Menge K, C S mit y(K¢) > 1 — ¢ fiir alle p € I
Wegen der Stetigkeit von } ist K = h(K;) kompakt und h~!(K;) D K. Somit gilt

(P‘Oh_1> (Ke) > u(Ke) > 1—e
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3. Der Satz von Prohorov

Sei auch in diesem Kapitel wieder (S, S) ein metrischer Raum mit Metrik d, S die
durch d induzierte Borel-o-Algebra und M (S) die Menge aller Wahrscheinlichkeits-
mafle auf (S,S).

3.1. Formulierung

Satz 3.1 (Prohorov). Sei IT C M (S). Es gilt:
(i) Ist Il straff, dann ist 11 relativ kompakt.
(ii) Ist S zusitzlich polnisch, so gilt die Umkehrung: Ist Il relativ kompakt, dann auch straff.

Wie bereits erwédhnt, garantiert die Straffheit also die relative Kompaktheit in me-
trischen Rdumen und in polnischen Rdumen gilt sogar die Aquivalenz dieser beiden

Eigenschaften. Wir wollen zunéchst den einfacheren Teil (ii) beweisen (aus [3, S. 281]).
Beweis von (ii). Wir betrachten folgende Zwischenbehauptung:

(Z) Fiir jedes ¢ > 0 und jeden Radius r > 0 gibt es endlich viele Kugeln Agr), ey
Ag’,) in S mit Radius 7, sodass fiir alle u € IT gilt: V(U;L A](r)) >1—e

Nun wollen wir folgende Behauptungen zeigen:
(1) Gilt (Z), so ist 11 straff.

Beweis. Sei e > 0 und wdhle fiir jedes k € IN endlich viele Kugeln Agk), ..., Ag;) mit
Radius £, sodass y(U;li 1 A](-k)) > 1— x ftir alle p € I1 gilt. Wir betrachten nun die
Menge

DX

K:=
k

My

A,

, ]
1j=1
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Wegen 1(K) < 121 u(S \ UL, Ak)<£§3°:12%=€gﬂt

u(K) > u(K) =1—u(K*) >1—¢ firalleu € I1.

Weiterhin ist K ist prakompakt: Ist 6 > 0, so existiert ein kg € IN mit kl_o < ¢. Fur

(9)

1 <j < my, betrachten wir die Kugeln B ; mit Radius 6 und demselben Mittelpunkt

wie A(kO). Wegen 6 > kl—o gilt A](-kO) C B]((S) und somit {iberdecken diese Kugeln K,

sodass K c U o A(kO C U;Ziol B]((s). Da S nach Voraussetzung vollstandig ist, ergibt
sich mit Folgerung 2 5 die Kompaktheit von K.

(2) Gilt (Z) nicht, so ist Il nicht relativ kompakt.

Beweis. Es existierteine > 0 und ein Radiusr > 0, sodass (Z) nicht gilt. Sei {q1, 42, ... }
die dichte Teilmenge von S und seien A; = B(g;,7), 1 <i < n € N, Kugeln um die
dichten Punkte mit Radius r und sei G, = Uj_; A;. Fiir jedes n € N gibt es ein
pn € ITmit u,(G,) < 1— ¢ (andernfalls hitten wir dennoch eine Vereinigung von
Kugeln gefunden, sodass (Z) gilt).
Behauptung: (i, )neN hat keine schwach konvergente Teilfolge. Angenommen doch, so
schwach

gibtes v € M (S) mit oV Mit dem Portemanteau-Theorem (Satz 2.12) folgt
tiir jedes m € IN und G;; C Gy, fiir hinreichend grofSes k:

V(Gp) < limsup pp, (Gi) < limsup py, (Gy) <1 —e

k—o0 k—o0

Jedoch gilt G, 1 S fiir m — oo. Somit ist v(S) < 1 —e < 1, und dies ist ein Wider-
spruch zur Wahl von v € M;(S).

Mit diesen beiden Behauptungen ist die zweite Aussage des Satzes von Prohorov
bewiesen. O

In den nédchsten beiden Abschnitte beschiftigen wir uns nur noch mit Aussage (i).

3.2. Beweis von Satz 3.1 (i) im Spezialfall S = R

Wir betrachten zunichst den Fall S = R, § = B(R) und IT € M;(R) wie in [2, S.
263].

Sei (pn)nen eine Folge in IT mit zugehorigen Verteilungsfunktionen F,: R — R,
x = pn(] — 00, x]). Mit dem Satz von Helly (Satz 2.15) gibt es eine Teilfolge (F;, )x und
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ein isotones, rechtsstetiges, beschranktes F: R — R, sodass F, (x) 5 F (x) in allen
Stetigkeitsstellen x von F. Da jedoch F beschrankt ist und wir nur folgern konnen,
dass F(o0) < 1 gilt, miissen wir noch zeigen, dass es sich bei F tatsdchlich um die Ver-
teilungsfunktion eines W’MafSes handelt. Mit Satz 2.13 reicht es also noch zu zeigen,
dass F(o0) > limsup,_, , Fy, (c0). Dann konvergieren auch die zugehorigen W'Mafie
schwach gegen ein W'Mafs.

Wir benétigen dazu die Straffheit von I1: Fiir alle ¢ > 0 existieren 4, b € R mit
un(R\ [a,b]) < e fiir alle n € IN. Insbesondere ist also fiir allen € Nund x > b

Fu(00) — Fu(x) = pn(] — 00,00]) — piu(] — 00, x]) = Vn(w) g
CR\ [a,b]

Sei nun x > b eine Stetigkeitsstelle von F, dann gilt

limsup F;, (c0) < limsup F, (x) + &= F(x) +¢& < F(c0) ¢

k—o0 k—o00

wegen der Isotonie von F. Mit € \, 0 folgt nun die Behauptung. O

3.3. Allgemeiner Beweis von Satz 3.1 (i)

3.3.1. Vorwort

In der Literatur existieren zwei gangige Moglichkeiten, den Satz von Prohorov zu
beweisen. Die Aussage kann zunéchst fiir RY gezeigt werden, anschlieend auf den
Folgenraum R* = RN ausgeweitet und letzlich fiir einen beliebigen, metrischen
Raum S durch eine Einbettung in den IR* bewiesen werden. Diese Vorgehensart fin-
det sich beispielsweise im Buch von Durrett [3] und dabei basiert das Hauptargument
fiir den Fall R auf einer verallgemeinerten Version des Satzes von Helly mit Ver-
teilungsfunktionen, welche Werte in R? annehmen. Zudem ist der Kolmogoroffsche
Erweiterungssatz von Noten, auf welchen in dieser Arbeit verzichtet werden soll.
Die hier vorgestellte Variante ist in eingen Ziigen dhnlich zum Beweis des Satzes
von Carathéodory und verwendet diesen auch. Im eben gezeigten Spezialfall haben
wir die geeignete Teilfolge mit dem Satz von Helly gefunden. Mit dem gleichen Dia-
gonalfolgenargument werden wir auch im allgemeinen Fall eine geeignete Teilfolge
angeben konnen. Um den schwachen Grenzwert dieser Folge zu finden, werden wir

zundchst einen Kandidaten als endlich additives Maf} angeben und anschliefsend ein
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dufleres Maf3 daraus ableiten und durch Einschrankung ein W’Maf3 auf der Borel-
o-Algebra S erhalten. Entsprechend dieser Vorgehensart ist der hiesige Beweis un-
terteilt und findet sich in einer kurzen Variante im Buch von Klenke [2] und etwas
ausfiihrlicher in Billingsleys Convergence of Probability Measures [1], woran wir uns
hier auch mafigeblich orientieren werden.

Eine dritte Beweisvariante findet sich in der online verfiigbaren Mitschrift der Wahr-
scheinlichkeitstheorie I und II [4, Satz 10.1.17] von Michael Réckner. Diese setzt aller-
dings das Lemma von Urysohn voraus, worauf wir hier auch nicht nédher eingehen

werden.

3.3.2. Konstruktion der Teilfolge

Sei (yn)nen eine Folge in I1. Da IT straff ist, existieren kompakte Mengen K c S,
I € N, mit 1, (K;) > 1— % fiir alle n € IN. Setzen wir K; := K; und K; = K; UK;_;
fiir alle i > 1, so gilt weiterhin p, (K;) > pn(K;) > 1 — 7 fiir alle n € N. Als endliche
Vereinigung kompakter Mengen bleibt K; kompakt und die Folge ist aufsteigend, also
K; C K C ---.Mit Lemma 2.8 ist |,y K; separabel. Nun finden wir also mit Lemma
2.9 eine abzdhlbare Klasse A von offenen Mengen in S mit folgender Eigenschaft: Ist
x € Ujen K; und x € G fiir ein G C S offen, so existiertein A € Amitx € A C A C
G.
Betrachte 7t = {ANK,, | m € N, A € A} und definiere

n
H:=<|JHj|neNHeHu{D}.
j=1

H ist eine abzdhlbare Klasse von kompakten Mengen. Mit dem Diagonalfolgenargu-

ment (wie im Beweis des Satzes von Helly) erhalten wir eine Teilfolge (i, )i, sodass
a(H) := lim py, (H) (3.1)

k—o0
tir alle H € H existiert. Diese Teilfolge entsteht also dadurch, indem wir bei gegebe-
ner Abzahlung H = {H;, Hy, ... } mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl konvergente
Teilfolgen (u ni (H;))x mit (n}); C (ni™); furallei € N aussondern und abschliefend
die Diagonalfolge 1 := nf wihlen, sodass (s, (H;))y fiir alle i € N konvergiert. Auf

diese reellen Folgen ldsst sich jeweils der Satz von Bolzano-Weierstrafs anwenden,

weil diese durch 1 beschrankt sind.
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Es sei noch bemerkt, dass jedes K;, fiir welches endlich viele Ay,..., Ay € A mit
K; C UjL, A; existieren, selbst in H liegt: Ist K; C UL, Aj so betrachten wir die
Darstellung K; = U}, AiNK; e H.

3.3.3. Ziel des Beweises

Wir wollen ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ 1 € M1(S) finden, sodass

#(G) = sup a(H) (3.2)
HSHCG

tiir alle offenen G C S gilt. Angenommen, wir haben ein solches u gefunden und sei
G C S offen, so gilt

u(G) lim p, (H) <liminfu, (G)
k—o0 k—o0

= sup
(31),(32) ysHCG
N——
=liminfy ptn, (H) < liminfy py, (G)
HcCG

Mit dem Portemanteau-Theorem (Satz 2.12) folgt nun sofort, dass y = w-limy_,« iy, .
Also ist der Satz von Prohorov damit bewiesen, wenn ein solches y gefunden wurde.
Die Angabe eines Kandidaten fiir » mit der Eigenschaft (3.2) ist von nun an Rest des
Beweises.

3.3.4. Kandidat fiir u

Die Menge H ist per Definition unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen. « be-
sitzt folgende Eigenschaften:

a(Hy) < a(H,)  firalle Hy, Hy € H mit H; C Hp (3.3)
(Esist a(Hy) = limy pp, (Hy) < limy py, (Hz) = a(Ha).)

a(H1UHy) = a(Hy) + a(Hp) furalle H, Ho e Hmit HHNH, =@  (3.4)
(w(Hy U Hy) = limy pp, (Hy U Hp) = limy(pn, (H1) + pn, (Hz)) = limy py, (Hy) +
limy pp, (Hy) = «(Hp) + a(Hy), da sowohl fiir H; € H als auch fiir H, € H der

Limes existiert, vergleiche (3.1).)

a(Hy U Hy) < a(Hyp) 4+ a(Ha) furalle H;, Hy € H (3.5)

18



(Wie oben, wobei hier die Subadditivitit der u,, genutzt wird. Der Limes existiert

weiterhin.)
a(@) =0 (3.6)

(limk Uny (@) = lika = 0.)
Sei G C S offen. Wir definieren

B(G) := sup a(H) (3.7)
HSHCG

B hat zwar die gewiinschte Eigenschaft (3.2), doch muss es sich dabei nicht um ein
W’Maf$ handeln. Wir kénnen jedoch festhalten, dass B isoton und (@) = a(®) = 0

ist. Fiir beliebige Teilmengen M C S definieren wir:

,Y(M) = MCGl,r(IEfoffen'B(G) (38)
(Somit gilt auch y(G) = B(G) fiir offenes G C S.) Wenn wir nun zeigen konnen,
dass es sich bei v um ein dufleres Maf handelt, haben wir ein y € M;(S) mit der
benétigten Eigenschaft (3.2) gefunden:

Angenommen 7 ist ein dufleres Mafs. Die Menge M., aller y-messbaren Mengen
(Zerschneidemengen) ist eine -Algebra auf S und die Einschrankung v [ 4, ist ein
Mas auf (S, M,).

Sei weiter angenommen, dass jede abgeschlossene Menge F C S y-messbar ist (also
in M., enhalten ist), so gilt S C M., (da die Borel-o-Algebra S durch die abgeschlos-
senen Mengen erzeugt wird) und die Restriktion

ni=7ls

ist ein Maf auf (S, S). Wegen der Definition von - gilt auch die benétigte Eigenschaft
(3.2), denn fiir eine offene Menge G C Sist u(G) = (G) = B(G) = supy 5y a(H).
u ist sogar ein W’Mafs und dies folgt (wie im Spezialfall S = RR) aus der Straffheit von
IT:

1> 4(S) = B(S) > supa( K ) > sup(1— 1) = 1

leN IeN
cH

Abschliefiend sei in Abbildung 3.1 noch einmal grafisch veranschaulicht, wie wir
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Straffheit - - - > Klasse H offene Mengen P(S) B(S) =S8

y
Diagonal-  limgp, (H) . . B
argument .= ,x(;j) \\\\\\\\\\\ -B(G) >7(M)§P‘ =7ls
SChwach
My dufleres Mafs W’Mafs

Abbildung 3.1.: Konstruktion von u

unter den beiden eben formulierten Behauptungen an das W’Maf8 i gelangt sind.
Die folgenden beiden Abschnitte beschéftigen sich nur noch mit diesen beiden Be-

hauptungen und wir werden diese in sechs Schritten beweisen.

3.3.5. 7 ist duBeres Mal}
Wir formulieren folgende Behauptungen:

(1) Ist F C G, F abgeschlossene und G offene Teilmenge von S und gilt zusitzlich F C H
fiir ein H € H, dann existiert ein Hy € H mit F C Hy C G.

Beweis von (1). Sei x € F, dann folgt zunédchst x € G und x € ;e Kj (= S). Somit
existiert nach Konstruktion von A ein A, € A offen, sodass x € Ay C A, C G.Esgilt
F C Uyer Ay und da F als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge H selbst
kompakt ist, gibt es endlich viele Ay, ..., Ay, € {Ax|x € F} mit F C Ule Ax]. -
U;.‘:l A—x; Aus F C Hund Ky C K, C - - folgt, dass ein [ € N existiert mit F C K.
Also konnen wir Hy := U;-czl A—x] N K;, € H wéhlen. Wegen Hy C U;-czl A—x] gilt Hy C
G.

(2) B ist endlich subadditiv auf offenen Teilmengen von S.

Beweis von (2). Seien G1, G C S offen und sei H € ‘H mit H C Gy U G; beliebig. Wir

betrachten folgende zwei Mengen:

Fi:={xeH|d(x,Go\Gy) >d(x,G1\G2)}
F = {x €H | d(X,Gl\GZ) > d(x, G \ Gl)}

F; und F, sind abgeschlossen. In Abbildung 3.2 ist zu sehen, dass F; und F, in der
Menge G; N G2 (grau hinterlegt) getrennt werden und F; C G;, i = 1,2, gilt, denn:
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Abbildung 3.2.: Lage von F; und F, in H

Angenommen, es gibt ein x € F; mit x ¢ Gy, so gilt zundchst x € Gy, weil F; C
H C Gi1 U Gp. Hieraus erhalten wir d(x,G, \ G1) = 0 und auch d(x,G1 \ G2) > 0,
denn sonst wire x dennoch ein Element aus G;. Mit der Definition von F; erhalten

wir einen Widerspruch:
0= d(x, Go \ Gl) > d(x, G \ Gz) > 0.

Schliefilich folgt hieraus F; C G; und analog F, C G. Als Teilmengen von H € H
gibt es nach (1) Mengen Hy, Hy € H, sodass F; C Hy C Gy und F, C Hy C Gy. Nun:

w(H) < a(HUHy) < a(Hy)+a(Hy) < B(Gy)+B(Ga)
(3.3) (3.5) (3.7)

Es folgt (da H € ‘H mit H C G; U G; beliebig gewihlt war)

B(G1UGy) = sup  a(H) < B(Gy) +B(Ga).
(3.7) %5HCGUG,

Mit Induktion folgt nun die Behauptung.
(3) B ist o-subadditiv auf offenen Teilmengen von S.

Beweis von (3). Seien Gy, Gy, ... C S offene Mengen und sei H C ;e G; beliebig. Da
H kompakt ist, gibt es ein np € IN mit H C U]r-'il G;. Die endliche Subadditivitdt aus
(2) impliziert nun

1o

w(H) < a(JG) = B G) < iﬁ(@,-»
j=1 j J=

1
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Die Behauptung folgt nun durch die Definition von S:

B(UG) = sup a(H)< iﬁ(G]’)
iz

jEN (37) ’HBHCU]‘ G]

(4) vy ist ein dufleres Mafs.

Beweis von (4). v(@) = 0, v > 0 und die Isotonie folgen direkt aus der Definition. Es
bleibt also noch die c-Subadditivitit zu zeigen. Seien also My, My, ... C S beliebig
und sei ¢ > 0. Fiir jedes n € IN sei nun G, eine offene Menge in S mit G, D M,
und B(G,) < ¥(My) + 2. (Angenommen ein solches G, existiert nicht, so gilt fiir
alle G, D M, die Ungleichung B(G,) > (M) + 57. Dies ist ein Widerspruch zur
Definition von 7y als das Infimum von p iiber alle offenen Obermengen G, von M,,.)
Mit (3) gilt nun:

(U M) = inf B(G) <B(lJ Gj) < Y B(Gj) <e+ ) v(M))

jEN (3.8) Uj M;CG,G offen jeN jeN jeN

Da ¢ beliebig gewdhlt war, folgt mit ¢ , 0 die o-Subadditivitat y(U; M;) < ¥; v(M;).

3.3.6. Abgeschlossene Mengen sind y-messbar
Es bleiben noch folgende Behauptungen zu zeigen:
(5) B(G) > y(FNG) + v(FC N G) fiir abgeschlossenes F C S und offenes G C S.

Beweis von (5). Seie > 0und sei H; € H so gewéhlt, dass H; C F¢N G (in Abbildung
3.3 ist dies der griine Bereich) und a(H;) > B(F¢ N G) — ¢ gilt. Sei nun Hy € H mit
Hy C ch N Gund a(Hy) > ,B(ch NG) —e. Wegen Hy, H C Gund Hy C ch sind Hy
und H; disjunkte Teilmengen von G. In Abbildung 3.3 kann sich Hp im gepunkteten

Bereich befinden. Hieraus folgt

B(G) > a(HyUH,) = a(Ho)+a(H)
(3.7) (34)

> B(HS N G) + B(FCNG) —2¢

Y(FNG) +9(F*NG) — 2e.

>
3.8)

.

22



Abbildung 3.3.: Lage von Hy und H; in GU H

Hierbei gilt 7(F¢ N G) = B(F¢ N G), weil F¢ N G offen ist. H; ist kompakt und insbe-
sondere abgeschlossen, also ist H® offen und somit gilt fiir F NG C HY die Unglei-
chung B(HS N G) > 7(F N G). e \, 0 impliziert nun die Behauptung.

(6) Ist F C S abgeschlossen, so gilt F € M.,.

Beweis von (6). F € M., gilt nach der Definition messbarer Mengen genau dann,
wenn (L) > y(FNL)++(F*NL) fur alle L C S gilt (dies reicht zu zeigen, da
wir bereits wissen, dass 7y ein dufSeres Mafs ist). Sei also L C S. Mit (5) folgt zunédchst
tiir alle offenen G D L

B(G) > y(FNG) +7(F*NG) > y(FNL)+y(F*NL).
LCG
Nehmen wir nun das Infimum tiber alle offenen G D L, so folgt

= ' > C .
IY(L) (3.8) LCGI,IC}foffen'B(G) - ’)/(F a L) + IY(F a L)

Also ist F y-messbar.

Damit ist der Satz von Prohorov vollstandig bewiesen. O
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4. Anwendungen

Es sei daran erinnert, dass es sich bei S weiterhin um einen metrischen Raum mit
induzierter Borel-o-Algebra S und Metrik d handelt. In diesem Kapitel nutzen wir

die Biicher von Billingsley [1] und Klenke [2].

4.1. Schwache Konvergenz von Folgen von

WahrscheinlichkeitsmaBen

In diesem Abschnitt wollen wir uns wieder mit der anfanglichen Fragestellung beschéfti-
gen, wann eine Folge von W’Mafsen auf einem metrischen Raum schwach konver-
giert. Mit dem folgenden Resultat stellen wir zunéchst fest, dass beliebige Folgen
von W’Maflen auf kompakten, metrischen Rdéumen — ohne die Straffheit dieser Folge
fordern zu miissen — immer schwache Haufungspunkte und somit einen Kandidaten

fiir einen schwachen Grenzwert besitzen.

Folgerung 4.1. Sei S kompakt, dann ist die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle M1 (S)
relativ kompakt.

Beweis. Seie > 0 beliebig, so gilt
u(S)=1>1-e

S ist nach Voraussetzung kompakt. Somit ist M1 (S) straff und mit Satz 3.1 relativ
kompakt. O

Mit dem Satz von Prohorov haben wir gesehen, dass straffe Folgen von W’Mafien
auf metrischen Rdumen immer schwach konvergente Teilfolgen besitzen. In polni-
schen Raumen konnen wir mit der Zusatzbedingung einer sog. trennenden Familie

die schwache Konvergenz der ganzen Folge sicherstellen.
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Folgerung 4.2. Sei S polnisch und sei y, pq, 2, ... € M1(S), n € IN. Dann sind dquiva-
lent:

(Z) I/{ = W'limn_)oo ]/ln.

(ii) {pn | n € N} ist straff und es gibt T C Cy(S), T # @, mit

/fdpt = nlgxc}o/fdyn fiiralle f € T. (4.1)
(‘T wird auch trennende Familie genannt.)

Beweis. (i) = (ii): Wegen y = w-lim,_, p, und Satz 2.14 ist die Menge {y, | n € N}
relativ kompakt und nach Satz 3.1 in polnischen Rdumen auch straff. (4.1) ist nach
Definition der schwachen Konvergenz fiir 7 = C;,(S) immer erfillt.

(ii) = (i): Angenommen (},), konvergiert nicht schwach gegen y, so existieren
eine > 0, ein f € C,(S) und eine Teilfolge (py, )i mit

’/fdynk—/fdy' > e (4.2)

Die Straffheit der Folge impliziert durch den Satz von Prohorov nun die relative
Kompaktheit, also gibt es eine Teilfolge (1) von (pn, ) und ein v € M;(S) mit
v = w-limy_, o ps7, . Aus (4.2) folgt nun zunéchst

[ran- [ra

und somit v # u. Andererseits erhalten wir jedoch

> €

/gdy: lim/gdyﬁk:/gdv VgeT

k—o0
nach (4.1) und somit die Gleichheit v = p. Widerspruch! O

Abschliefiend betrachten wir noch das folgende Ergebnis fiir beliebige metrische

Rdume hinsichtlich der Konvergenz einer Folge von W’Mafien.

Folgerung 4.3. Sei (i) eine straffe Folge in M1 (S) (d.h. {u, | n € IN} ist straff) und sei
u € M1(S). Falls jede schwach konvergente Teilfolge gegen ein festes y € M1 (S) konver-
giert, so gilt y = wW-limy,_c0 .

25



Beweis. Da {u, | n € IN} straff ist, besitzt jede Teilfolge (yn, )k C {pn | n € N} nach
dem Satz von Prohorov durch die relative Kompaktheit eine schwach konvergente

schwach

Teilfolge (1, )k Nach Voraussetzung gilt i, pawn Mit Satz 2.14 folgt direkt die
—s00
Behauptung, da nun jede Teilfolge eine schwach konvergente Teilfolge gegen den

gleichen Limes besitzt. O

4.2. Laplace-Transformierte von Folgen

Wir wollen nun das letzte Ergebnis in einem abschlieflenden Beispiel nutzen um zu
zeigen, dass man die schwache Konvergenz einer Folge auch anhand ihrer Laplace-

Transformierten charakterisieren kann.

Beispiel 4.4. Wir betrachten den Halbstrahl S = [0,00) und die Borel-c-Algebra
S = B([0,00)). Fiir A > 0 ist die Laplace-Transformierte eines W'Mafles 1 € M(S)

definiert als
S(uA) = / e M u(db).
[0,00)
Die Laplace-Transformierte legt das W’Maf$ u nach Satz A.1 eindeutig fest. Sei nun
(Hn)n C M1 (S).
Behauptung: 4 = w-lim, ooty <& L(pn, A) = £(u,A) fiiralle A > 0.

Beweis. ,=": Fiiralle A > 0ist e * € C;(S). Die Behauptung folgt direkt aus der
Definition der schwachen Konvergenz.
=" Wir betrachten zunéachst fiir alle u > 0, A > 0 und n € IN folgende Unglei-

chung:
[ e dr = %/[O’w) [ (=) di(an
> / . (1= ) drpn(an
2y (178) e
:% /0” (1) dA) i ((%,00))
= % i ((%m)) (4.3)
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Sei nun ¢ > 0. Da £(y, ) stetig ist und £(u,0) = 1 gilt, existiert ein u > 0 mit
%fou(l — £(,A))dA < £ Nach Voraussetzung gilt £(j,, A) = £(u, A) fiir alle

e
A >0, also existiert ein N € IN mit

u
%/0 (1—L(un,A))dA < Z fur allen > N. (4.4)

Mit p := % und (4.3) erhalten wir

un([0,p]) =1 — pn ((p, 0))

1
> 1—ep/”(1—£(yn,A)) dA
(4.3) Y0 .,

<£ nach (4.4)

>1—c¢ fur allen > N.

Durch ausreichende Vergrofierung von p kénnen wir dieses Ergebnis auf alle y,, mit
n < N ausweiten. Damit ist die Menge {y, | n € IN} straff. Sei nun (uy, ) eine

schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert v € M;(S). Mit ,="folgt zunachst
k—o0

L£(pn,, A) —— £(v, A). Nach Voraussetzung gilt £(v,A) = £(p, A), sodass durch den

schwach
]

Eindeutigkeitssatz A.1 v = u folgt. Also gilt — o H mit Folgerung 4.3.
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A. Anhang

Folgender Satz wird von uns nur im letzten Beispiel benétigt und soll hier nur zitiert

werden.

Satz A.1 (Eindeutigkeit der Laplace-Transformierten). Ein MafS auf dem Halbstrahl
0, 00) mit Borel-o-Algebra B([0, 00)) ist genau dann endlich, wenn die Laplace-Transformierte
£(u,A) fiir alle A > 0 endlich ist. Das MafS u ist dann eindeutig bestimmt durch seine
Laplace-Transformierte.

Beweis. Siehe Satz 1.2 in [7].
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